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Abstract

In this work, a mathematical modeling tool was depped to
simulate in a simple and fast way, and with an piad#e precision, the
water and solute transfers in unsaturated-saturptgdus medium. The
resolution of this problem in unstationary modepa&sed on the use of an
mathematical formulation which consists in considgras a single
continuum the saturated and the unsaturated zdmes.modeling tool is
based on two numerical methods: the alternate tebresc implicit method
(ADI) and the finite elements method (finite elerteecode Freefem++). This
code was adapted to the equations used in thig,shaimely: Richards’
equation to study the water flow in the unsaturatede, the diffusivity
equation expressed in a linear and nonlinear fanmthe groundwater flow
and the transport equation of advection-dispersype to study the solute
transfer. The advantage of the Freefem++ code as ithgenerates self-
adapting grids. This is interesting to analysetthesfers at singular zones,
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in particular at the capillary fringe. Experimenigere carried out on a
laboratory physical model, consisting in a sangdiltank of 160 cm length
and 50 cm in height. This experimental model ersabdefollow the space-
time evolution of the water-table and the propagatiof a tracer
(Fluorescein) from the infiltration strip to thesdharge system of the model.
The modeling tool was validated using experimedtth measured on the
small-scale physical model and some results takem fthe literature. It
allowed to predict with an excellent precision thater-table position and
the propagation of the non-reactive solute in hoteaturated and saturated
compartments. A comparative study between the twoerical methods was
carried out and showed that even if the finiteedéfhces method provides
satisfactory results, the use of the finite eleméireefem++ code presents a
light advantage and provides slightly more accuraselts.

. ________________________________________________________________________________________________________________|]
Keywords: experiments, numerical modeling, porous mediumatumated-
saturated, finite elements, self-adapting gridsyriéscein

Résume

Dans ce travail, un outil de modélisation mathéquatia été mis au
point pour modéliser de facon simple et rapide,aetc une précision
acceptable, les transferts hydriques et de solamd dn milieu poreux non
saturé-saturé. La résolution de ce probleme ermmeégnstationnaire, est
basée sur [l'utilisation d'une formulation mathémaé qui consiste a
présenter dans un méme continuum la zone saturi@ezeine non saturée
sous jacente. L'outil de modélisation est basé lauilisation de deux
méthodes numeériques: la méthode des différencassfirmplicite aux
directions alternées (ADI) et la méthode des éléménis (utilisation d’'un
code de calcul d’éléments finis (Freefem++)), cdeca été adapté aux types
d’équations utilisées dans le cadre de cette étadsvoir: I'équation de
Richards pour étudier I'écoulement de I'eau danszdae non saturee,
I'équation de la diffusivité écrite sous une fortim&aire et non linéaire pour
'écoulement dans la nappe et I'équation de trarisge type advection-
dispersion pour étudier le transport de solutévardage de I'utilisation de
ce code, est qu’il permet de générer les mailla#e-adaptatifs cette
démarche est intéressante pour I'étude des tramsder niveau des zones
singulieres, notamment au niveau de la frange leapil Des
expérimentations ont été menées sur un modeleqlg/sie laboratoire, a cet
effet, une maquette expérimentale de 160 cm de ébm® cm de haut a été
montée. Ce modéle expérimental nous a permis aeesiigvolution spatio-
temporelle du niveau de la nappe et 'avancemeant ttaceur (Fluoresceéine)
depuis la bande d'infiltration jusqu’a I'exutoire da maquette. L'outil de
modélisation a été validé a partir des donnéesranpgtales effectuées au
niveau du modele réduit et des résultats émanalat liteérature, et a permis
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de prédire avec une excellente précision la posti® la surface libre de la
nappe et 'avancement d’'un soluté non réactif dassleux compartiments
du sol. Une étude comparative entre les deux méthodmériques utilisées
a ete effectuée et a montré que méme si la méttheslelifférences finies a
donné des résultats satisfaisants, I'utilisatiorcdde Freefem++ basé sur la
meéthode des éléments finis présente un léger ay@aataniveau de la qualité
des résultats.

Mots-Clés: experimentations, modélisation numeérique, mili@uepx, non
saturé-sature, éléments finis, maillages auto-adiépt

1- Introduction

La pollution des eaux souterraines est principafgmdue a
linfiltration, sur la totalité des surfaces culties, des eaux de pluie ou
d’irrigation qui entrainent une partie de certaisabstances chimiques vers
la nappe a travers la zone non saturée du sol (@érée). C'est, en effet,
dans cette zone du sol que se situent les réservesmu et en substances
nutritives pour les plantes, et qu’'ont lieu I'edseldes transferts conduisant
a I'évaporation, linfiltration, la recharge despp&s a surface libre, la
fixation, la biodégradation et la lixiviation dersposés minéraux et
organiques (Ghoraba, 20181 Yaouti, 2008). Elle est le siége de réactions
importantes et d’'une vie bactérienne intense. llEmpmenes d’adsorption
au contact des sols riches en matiéres organigues minéraux argileux y
jouent un role trés important. Les argiles et lammhs peuvent donner par
exemple lieu a des échanges d’ions avec les eanfdtchtion. Certains sels
peuvent étre précipités et ensuite retenus patel@ains sous-jacents par
filtration.

La modélisation est un outil qui permet de repréegende facon
simplifiée ces phénoméenes complexes par le biaisnddeles physiques
(concret), ou de modeles mathématiques (abstrite. peut donc étre
utilisée de maniere simple et rapide, sur un sitergprésente un certain
nombre de problémes physiques, chimiques ou biglegi et qui n’est pas
forcément un site expérimental (Yong Tian, 20 hshuman Singh, 2014).

Les transferts hydriques et de soluté dans un uniiereux non
saturé-saturé constituent un probleme trés difiéil étudier a cause de la
nature des équations régissant les transferts éedraleux zones. Cette
difficulté provient du fait que le niveau de la pap qui constitue la
condition inférieure de la zone non saturée a pnon connu, n'est pas
constant, et dépend des échanges entre les deex ebprend des positions
variables dans le temps (Lemacha, 2006).

L'objectif du présent travail est de développer umodéle
mathématique et numérique pour simuler les trarsstesinsitoires d’eau et
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de soluté dans les zones non saturée et saturéerékaltats numériques
seront validés sur les résultats expérimentauxnoltau laboratoire sur une
magquette en plexiglas de 50 cm de haut et 80 ctorderemplie de sable
fin.

Pour la résolution numérique des équations caisatdrle transfert
hydrique et le transport de soluté, nous avonssétideux méthodes
numériques distinctes. Dans un premier temps, avoss utilisé la méthode
des difféerences finies aux directions alternéesljADette méthode permet
d’effectuer un balayage des domaines quadrilléenc@ par colonne puis
ligne par ligne, alternativement, d’ou son nom déthude aux directions
alternées. La méthode offre I'avantage de condairka résolution des
systemes linéaires dont les matrices sont des banediagonales. Pour la
résolution du probleme de transport de soluté defaubande d’infiltration
jusqu'a la nappe, la méthode des différences fiessappliquée avec une
formulation totalement implicite. Dans un deuxiéngmps, nous avons
utilisé le code de calcul Freefem++ (Hecht et 2003) qui se base sur la
méthode des éléments finis. Ce code, qui au dépmamprévoyait pas la
résolution des équations de transferts en milieaneyx, a été modifié pour
'adapter aux problemes de transferts hydriquedeesoluté dans les sols.
L'utilisation de Freefem++, nous a permis d'unetpale comparer les
résultats obtenus a partir de ce code avec cewnobtpar la méthode ADI,
et d’autre part, d’étudier I'effet du maillage aw#daptatif sur la qualité des
résultats obtenus par la méthode des éléments finis

2- Matériel et Méthode
Position du probleme
La figure 1 définie la géométrie du systéme étutes limites du
domaine d’écoulement sont :
= Une surface horizontale supérieure (surface du sal)
une partie de laquelle est appliqué un flux initig)
provoquant linfiltration. La bande d'infiltratiopourra
simuler soit un canal d’irrigation, soit un bassin
d’alimentation artificielle.
= Des tranchées équidistantes de l'axe de la bande
d’infiltration ou l'on pourra imposer un plan deau
limitant I'épaisseur de la nappe. Chaque tranchéa p
simuler un fossé de drainage.
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Bande d'infiltration

Surface du sol 2L

Réservoir

Substratum S — i — . =
Niveau initial de

2L

Figure 1 : Représentation schématique du probléme de langelda la nappe.

Le probléme étudié est donc un probleme plan. QOmsidere le
systeme d’axe xoz, I'axe ox étant confondu avesuldace du sol, I'axe 0z
étant orienté positivement vers le bas et le poirdtant au centre de la
tranche de sol de largeur 2L. On considere un problde symétrie par
rapport a oz. On pourra donc étudier les problénes transferts en ne
considérant que ce qui se passe dans la moitigstiense.

En partant d’'une nappe a surface libre horizonfiideire 2) établie
sur une épaisseur e (L) au-dessus d'un fond impdrleéet a la
profondeur g on applique a la surface du sol, sur une bandélttation de
largeur 2lp (L) et de longueur infinie, une infiltration a flugonstant g
(L/T). On suppose de plus que la bande d'infiliatest centrée entre deux
tranchées paralléles (considérées comme des résgrdistantes de 2L,
pénétrant jusqu’a la couche imperméable, dans éiegu on maintient le
niveau piézometrique a la profondeur constanté)e

250



q Bande d'infiltration
0
mmmm/ Fuxnul

| |

L

0

X

Flux nul

|

____Réservoir

e — ~

Niveau initial de la nappe —]

PR

Z ‘ Flux nul

Figure 2 : Domaine d’étude.

Modéle mathématique
Transfert hydrique

L’équation du mouvement dans le cas de la zone sainrée,
s’obtient en couplant la loi de Darcy généraliség exprime la loi de
proportionnalité des flux a I'équation de contigui(Vauclin, 1971 ;
Diederik, 2002). On considere que les deux zones seturée-saturée
forment un milieu qui peut étre considéré comme seal continuum.
L’équation utilisée pour les deux zones a la forade I'équation de
Richards :

CZ—T = div[Kgrad(h- z)] (1)

Avec C et K, deux fonctions qui dépendent de lamgatlu milieu considére.

 Si on se situe dans le cas de la zone non saturée :

C=C(h), la capacité capillaire {i,

K=K(h), la conductivité hydraulique (L/T)

On retrouve I'équation classique de Richards pawohe non saturée
C(h)% = div[K (h)grad(h- z)] (2)

» Si on se situe dans le cas de la zone saturée :

C =S Coefficient d’emmagasinementijL
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K= Kg, (conductivité hydraulique a saturation) (L/T)
On obtient I'équation de la diffusivité caracténisd’écoulement non
permanent de I'eau dans un milieu saturé:
oh _1(9%h* o%h’
ot 2( ax?  9z? 3)

S
Avec : Sg =K—

S

Transport de soluté

Le principe de conservation de la masse d’'un salot® interactif
avec la r?at)rice du sol peut s’écrire sous la forme

a(eC

o ¥ “)
Avec :
C : La concentration du polluant. (M )L
0 : La teneur volumique en eau?(IL%)
W : le vecteur densité de flux de soluté (M 7 ) qui résulte de la
contribution des phénomeénes de convection et geidi®n. Il est donné par
la relation :

¥ =-D,,(0)0C+qC (5)

D4y : coefficient de diffusion dispersion apparent deusbldans la
phase liquide. (/ T)

En introduisant I'équation (5)ans I'équation de conservation de la
masse (4), on obtient I'équation de transport sug/a

0l0
% = D(Dap(e)D C)_ D(qC) (6)
Dans le plan xoz, cette équation prend la formeasue :
0C _ 0 (0 9C)_ 2 (1, 0 (, o 9C) 2
eﬂ‘ax(“Larxj ax(qC)J’az[“quazj 5 (@) @)

Oua (L) est la dispersivité.

Dans un écoulement bidirectionnel, on fait la idton entre la
dispersion se produisant dans la direction de Utgoent (dispersion
longitudinale) et la dispersion se produisant dams plan orthogonal
(dispersion transversale). On introduit alors deoefficients, la dispersivité
longitudinalea, (L) et transversale (L).

Modeéle numérique

Les méthodes de résolution utilisées dans le cdelieette étude sont
d'une part, la méthode implicite aux directionseaites (ADI), cette
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méthode offre 'avantage de conduire a la résatutio systeme linéaire dont
les matrices sont des bandes tridiagonales, touéduisant sensiblement le
temps de calcul par rapport aux méthodes explieitesl schéma de Crank-
Nicolson (Remson, 1971). Cette méthode revient daneffectuer un
balayage des domaines quadrillés colonne par celpnis ligne par ligne,
alternativement, d’ou son nom de méthode de doestalternées. Elle a été
utiisée avec succes pour résoudre différents probs notamment
linfiltration bidimensionnelle en I'absence de pa&p(Rubin, 1961, Khanji,
1975). D’autre part, nous avons utilisé le logi¢tebefem++, développé par
Hecht et Pironneau (2003), ce logiciel utilise wyntaxe trés intuitive,
proche de I'expression mathématique, pour résoul® équations aux
dérivées partielles sur des domaines en 2D pagthaode des élements finis.
Aussi utilisons-nous, la capacité de Freefem++ pogénérer
automatiquement, par l'algorithme de Delaunay-Vorprdes maillages
triangulaires a partir des frontieres du domainealaul. Nous avons adapté
ce logiciel aux problemes d’écoulement de I'eadettransport de soluté
dans un milieu poreux non saturé-saturé. Dans lEgigssais numeriques,
nous avons utilisé des éléments finis de degré Bsnoour le champ de flux
et de degré un, ;Ppour les champs de pression, de charges et de
concentration.

Modele expérimental
Dispositif expérimental du transfert hydrique

Pour les essais expérimentaux, nous avons misiatipee maquette
de recherche dont [l'objectif est de reproduire aabotatoire le
fonctionnement hydraulique d’'une nappe superfieieiiainée en conditions
maitrisées. La maquette est formée par deux réseisymétriques. Elle est
remplie de sable fin dont les caractéristigues dgidpersives ont été
définies au paragraphe précédent. Pour étudienid st visualiser la
remontée du niveau de la nappe due a l'infiltratiienl’eau a partir de la
surface du sol, la maquette a été équipée d'une skr piézomeétres
numerotés tout au long d’'une de ses bordures €i@)r Pour calculer le
niveau d’'eau dans tout le domaine, une série dppigzometres a été placée
sur la méme ligne latérale. Etant donné, qu’un ideséts de I'étude est
d’avoir des informations relatives a la remontéelaeappe, nous avons
donc relevé les niveaux d’eau sur les piézomeéiredssau niveau de la paroi
de la maquette. Un simulateur de pluie a été iésgabur alimenter le
domaine en débit constant. Le simulateur de plsigadié a deux pompes a
débit bien défini (la premiére pompe fonctionnecaua débit d’un litre par
minute et la seconde est a 0.75 litre par minube)sq situent au fond d’un
réservoir de 220 litres. Au niveau des deux foseek maquette, des tubes
de diametre moyen et d’'une hauteur de 10 cm ornplét®s pour conserver
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une charge constante. Les quantités d’eau qui Wéabdans les tubes sont
transférées a nouveau au réservoir pour une Hewlehentation.

ok o oo

Figure 3: Photos de la maquette et des piézometres.

Dispositif expérimental du transport de soluté

Pour étudier I'évolution des concentrations a traven point fixe
situé a 'amont de la sortie de la maquette, naussig rempli le réservoir
d’alimentation par une solution de fluorescéine @nposant une
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concentration de 9 T0mol / | (une injection contiue) au niveau de la bande
d’infiltration et nous avons utilisé les mémes pe@smue pour le cas ¢
transfert hydrique pour alimenter la maque
3- Résultats et Discussion
Validation et étude comparative de I'évolution sm-temporelle du niveau
de la nappe

Les résultats expérimentaux obtenus ont été dils@ur valider le
deux modeles numériques utilisés (FDM et FEM). igark 4 représente
répartition spatiale des profils de la surfaceelibtesurée et calculée pai
meéthode des différences finies @€&ments finis en régime permanent.
remarque que le niveau piézométrique se stabilise we positior
maximale. Ceci implique que le débit entrant parbénde d’infiltration
devient égal a celui sortant par le fossé de laumig, D’'apres les résats
présentés sur cette figure, on note qu’il y’a un bocord entre les profils «
la surface libre mesurés et calculés par les dettkades numériques dure
toute la phase de la recharge. On remarque ausses|waleurs obtenues
la méthode deslé&ments finis sont plus proches des valeurs mesugae
celles obtenues par la méthode des différencessfithia bonne qualité d
résultats obtenus par éléments finis est due esemtent au raffinemer
automatique du maillage au niveau de la frecapillaire.

1
10 20 30 40 50 60 70 80

X(cm)

Figure 4 : Comparaison entre les profils de surface libreutéc(par la méthode d
éléments finis et la méthode des différences fiffi3M)) et mesurés au temps t = 8C
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Le raffinement du maillage est réalisé automaticer@ntlurant toute
la période de la recharge au niveau des zoneseayyiept étre considerées
comme des zones a singularités mathématiques (ztneerturbations), a
savoir : la bande d'infiltration et la frange cé#gqile. Cette procédure
améliore sensiblement la qualité des résultatshoiste_a figure 5 montre les
zones touchées par le raffinement du maillage e f&is automatiquement, et
les profils de charge obtenus apres la procéduraftieement.

WA VAYAVAVAN
ATV AVAW
RO
AT vavae Vi
TS

Figure 5 : Maillage auto-adaptatif réalisé au niveau du fishumidité et de la frange
capillaire a 0 et 800 s.

Etude de I'évolution spatio-temporelle de la contextion de soluté

Pour étudier le phénoméne du transport d’'un potlaams la zone
non saturée et la zone saturée, nous avons effantuétude expérimentale
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basée sur le transport d’'un traceur non réactitidela bande d'’infiltratior
jusqu'a la sortie d’'une maquette expérimentale. eh effet, nous avor
imposé une concentration de fluorescéine de  mol/l au niveau de la
zone d’alimentation (injection continue dans le psin La figure 6
représente I'évolution spattemporelle du traceur, la comparaison
résultats simulés a partir des deux modeles awegdeurs expérimental:
montre qu’il y'a un bon accord entres profils de concentration obtenus.
Cette figure montre aussi que les résultats obtgrarsla méthode de

éléments finis sont plus proches des valeurs exgétales que celle
obtenues par différences finies.

S
N
X{cm)
N
~ Se i
~ -
10 A calculé (Freefem++) ~ I
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Figure 6 : Comparaison entre les profde la concentration calculés (par éléments fin
différences finies) et mesurés aux temps t = 16@00@@0 <
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4- Conclusion

Pour modéliser les transferts hydriques et de ésldans la zone non
saturée et la zone saturée des aquiferes a ndgperibus avons utilisé une
formulation mathématique qui intégre les deux zafees un seul continuum
et une résolution numérique basée sur deux méthade®riques de
résolution. Les simulations numériques ont étédeals sur les essais de
laboratoire effectués sur maquette. La comparagsire les deux méthodes
numeriques utilisées montre que méme si la métdededifférences finies
donne des résultats intéressants, le code Freef&asé-sur la méthode des
eléments finis présente un léger avantage au ndeda qualité des résultats
et ceci grace a la possibilité de raffiner le nagé automatiquement
(Maslouhi, 2009). Les résultats présentés icig@tobtenus au laboratoire et
il est indispensable évidemment d’en prévoir I'esien au niveau du
terrain : le passage de I'échelle de la parcellés mlu bassin versant
représente le prolongement naturel a ces recher&ies que le modéle
mathématique ait été congu pour permettre soncgtign a des problémes a
grandes échelles spatiales, I'obstacle essenti@Vigmt de la difficulté
d’obtenir in situ les relations caractéristiquessauK(h) etd(h) et leur forte
variabilité spatiale et la détermination d’autresgmetres.
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